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基于谐波平衡法的含Ｉｗａｎ模型干摩擦振子
非线性振动

王本利，张相盟，卫洪涛
（哈尔滨工业大学 航天学院 卫星技术研究所，哈尔滨１５００８０）

摘　　　要：通过谐波平衡法，研究了由Ｉｗａｎ模型和１个质量块构成的干摩擦振子系统的自由振动和受迫

振动问题．对于自由振动，推导了系统卸载和加载过程中各自对应的非线性运动方程；通过谐波平衡法，求得

了各方程的１阶谐波解；为了得到方程正确的数值解，提出了确定零速度时刻的策略；数值算例结果表明：谐

波平衡法与数值方法得到结果吻合较好，从而验证了谐波平衡法求解此类问题的有效性．对于系统微滑移下

的受迫振动，采用谐波平衡法求得了系统的幅频关系．最后，对Ｉｗａｎ模型阻尼特性的研究发现，模型等效黏性

阻尼比与其振幅存在非线性关系．
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　　在装配件的机械连接处，如部件螺栓连接部
位及发动机叶片根部连接处，其连接结合面在受
外部载荷激励时，常伴随有不同程度的干摩擦现
象，其动力学行为表现出迟滞非线性特征，这会对
整体结构阻尼和动力学行为产生影响［１］．目前，国
内外学者已发展了多种迟滞非线性模型来描述摩

擦结合面的动力学行为，如Ｉｗａｎ模型［２－３］、Ｖａｌａ－
ｎｉｓ模型［４］以及Ｂｏｕｃ－Ｗｅｎ模型［５］等．

Ｉｗａｎ模型由于物理意义明确且简单直观，近
年来颇受关注，已被广泛应用于研究螺栓连接摩
擦接触面的动力学行为和能量耗散问题．美国桑
迪亚实验室利用Ｉｗａｎ模型对一种搭接式连接结
构结合面处动力学行为进行了研究［６］，得到的计
算结果与有限元计算结果一致．之后，Ｓｅｇａｌｍａｎ［７］

发展了一种含有４个参数的Ｉｗａｎ模型以描述搭
接结合面的运动，在简谐激励下，用这种模型得到
的计算结果能够很好地重现实验结果．Ｓｏｎｇ等［８］

对Ｉｗａｎ模型进行了改进，并进一步提出“修正

Ｉｗａｎ梁单元”，这种单元可以方便应用在现有的
有限元程序中．Ｏｕｙａｎｇ等［９］对一个螺栓连接件施
加不同预紧力并进行不同量级的扭转实验，实验
测得的迟滞回线用修正Ｉｗａｎ模型得以精确重
现．Ｍｉｌｌｅｒ等［１０］在Ｉｗａｎ模型的基础上，提出了一
种双链式接触面模型用于研究连接结构摩擦面的

能量耗散问题，该模型可直接应用于计算大型结
构中由机械连接产生的结构阻尼．Ａｒｇａｔｏｖ等［１１］

针对连接件之间的平面接触问题，建立了Ｉｗａｎ
模型屈服力分布的概率密度函数与接触面表面粗

糙度之间的关系．
Ｉｗａｎ模型存在２种构型：一种为“并联－串
联”模型［２］，另一种为“串联－并联”模型［３］．本文所
用的Ｉｗａｎ模型指的是Ｉｗａｎ“并联－串联”模型，如
图１（ａ）所示，它是由 Ｎ 个Ｊｅｎｋｉｎｓ单元并联而
成，每个Ｊｅｎｋｉｎｓ单元是由刚度为ｋ／Ｎ 的线性弹
簧和屈服力（即临界摩擦力）为ｆ＊ｉ／Ｎ 的库伦摩
阻片串联构成．由于每个Ｊｅｎｋｉｎｓ单元的刚度相
同而屈服力不同，使得Ｉｗａｎ模型可以用来描述
连接件宏滑移行为（所有Ｊｅｎｋｉｎｓ单元产生滑动）
和微滑移行为（部分Ｊｅｎｋｉｎｓ单元出现滑动），与
只可用于描述系统宏滑移行为的双线性迟滞模

型［１２］相比较而言，Ｉｗａｎ模型的适用性更广．图１
（ｂ）为Ｉｗａｎ模型的力－位移关系曲线，也称为迟滞
回线，由对应于ｏａ段的脊线和迟滞环ａｂｃｄａ 构
成．图中以及后文中箭头“→”和“←”分别表示加
载过程和卸载过程．Ｉｗａｎ模型的每一次往复运动

均由１个加载过程和１个卸载过程组成．

图１　Ｉｗａｎ模型及其力－位移关系曲线

Ｆｉｇ．１　Ｉｗａｎ　ｍｏｄｅｌ　ａｎｄ　ｉｔｓ　ｆｏｒｃｅ－ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｃｕｒｖｅ

图２（ａ）为一种典型的螺栓连接结构示意图
（考虑到螺栓两侧构型及界面压强分布相同，故只
绘出一侧）．图中，螺孔周围接触压强沿径向呈线
性单调减小至０［１３－１４］，ｆｅ为切向外激励力，ｘ为结
合面切向横坐标，ｕ为结合面切向相对位移量，

ｐ（ｘ）表示结合面接触压强分布．基于Ｉｗａｎ模型
的结合面力学模型如图２（ｂ）所示．

图２　螺栓连接及结合面力学模型

Ｆｉｇ．２　Ｂｏｌｔｅｄ　ｊｏｉｎｔ　ａｎｄ　ｉｔｓ　ｉｎｔｅｒｆａｃｅ　ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　ｍｏｄｅｌ

我们关注的是结合面的相对运动，为了方便
研究，现不考虑２个连接件螺孔附近部分的柔性，
将下连接件固结，上连接件视为１个质量块，在切
向存在相对于下连接件表面的运动．因此，图２
（ｂ）可进一步简化为如图３所示的含Ｉｗａｎ模型
的干摩擦振子系统．

图３　含Ｉｗａｎ模型的干摩擦振子系统示意图

Ｆｉｇ．３　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｄｒｙ　ｆｒｉｃｔｉｏｎ　ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ

ｗｉｔｈ　Ｉｗａｎ　ｍｏｄｅｌ

在采用解析方法对含Ｉｗａｎ模型的干摩擦振
子系统进行动响应分析方面，目前仅见文献［２，

２
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１５］中有相关介绍．在这２篇文献中，均是采用谐
波线性化方法对振子振动方程进行等效线性处理

后再进行分析的．但对于这类系统的自由振动，由
于Ｉｗａｎ模型存在干摩擦阻尼，在自由振动中，振
幅必然存在衰减，故方程的解不能写成等振幅的
正弦函数或余弦函数的形式，该方法不再适用．
本文采用谐波平衡法求解图３中含Ｉｗａｎ模

型的干摩擦振子系统的非线性振动问题，主要包
括自由振动下系统响应的求解以及受迫振动下非

线性特性分析．在研究系统自由振动时，考虑到干
摩擦阻尼会引起振幅衰减，故分别就单个卸载和
加载过程（每个加载／卸载过程各占半个振动过
程）进行分析，给出了每次卸载／加载过程中系统
振动方程的一般形式以及初值．依次求解描述各
加载／卸载过程的运动方程，便得到了整个时域上
的系统的位移响应．为说明该方法的有效性，提出
了振动方程数值求解策略，并通过一个仿真算例
进行了验证．由于在螺栓连接结构的正常工作过
程中，摩擦接触面的宏滑移现象并不常见（通常宏
滑移行为易导致连接损伤，一般会予以避免［１６］），
而微滑移则不会对连接处造成破坏且普遍存在，
故本文仅对可引起振子系统产生微滑移的受迫振

动进行了研究．

１　Ｉｗａｎ模型的力－位移关系

设界面摩擦因数为常值μ，则Ｉｗａｎ模型中
Ｊｅｎｋｉｎｓ单元的屈服力为

珚ｆ＊（ｘ）＝μｐ（ｘ） （１）
可见Ｊｅｎｋｉｎｓ单元屈服力和接触压强具有相同的
分布形式．假设第Ｎ 个Ｊｅｎｋｉｎｓ单元距螺孔最近，
其屈服力ｆ＊Ｎ／Ｎ 为所有Ｊｅｎｋｉｎｓ单元中的最大屈
服力，则构成Ｉｗａｎ模型的Ｊｅｎｋｉｎｓ单元屈服力从

ｆ＊Ｎ／Ｎ 线性递减至０．第ｉ个Ｊｅｎｋｉｎｓ单元的屈服
力为

珚ｆ＊ｉ ＝ｆ
＊
ｉ

Ｎ ＝ｉ－１Ｎ－１
·ｆ

＊
Ｎ

Ｎ
（２）

　　假设使Ｉｗａｎ模型中所有Ｊｅｎｋｉｎｓ单元均产
生滑动时所需的外力为ｆｙ，即

ｆｙ ＝∑
Ｎ

ｉ＝１

珚ｆ＊ｉ ＝ｆ
＊
Ｎ

２
（３）

　　当 Ｎ → ∞ 时，称这时的Ｉｗａｎ模型为连续
Ｉｗａｎ模型，ｆ＊ 的分布可用概率分布函数表示为

Φ（ｆ＊）＝

０ ｆ＊ ＜０

ｆ＊
２ｆｙ

０≤ｆ＊ ＜２ｆｙ

１　 ｆ＊ ＞２ｆ

烅

烄

烆 ｙ

（４）

可见ｆ＊ 在［０，２ｆｙ］之间呈线性分布，其概率密度
函数为

φ（ｆ＊）＝
１
２ｆｙ

０≤ｆ＊ ≤２ｆｙ

０ 其他
烅
烄

烆 　
（５）

　　当处于初始平衡位置的Ｉｗａｎ模型受到正向
单调增加的位移ｕ激励时，其恢复力函数为

珝ｆ０（ｕ）＝∫
ｋｕ

０
ｆ＊φ（ｆ＊）ｄｆ＊ ＋ｋｕ∫

∞

ｋｕ
φ（ｆ＊）ｄｆ＊

（６）
式（６）右端首项为激励位移为ｕ时所有已屈服的

Ｊｅｎｋｉｎｓ单元产生的恢复力，末项为未屈服的Ｊｅｎ－
ｋｉｎｓ单元产生的恢复力．将式（５）代入式（６）中，得
到下面恢复力函数：

珝ｆ０（ｕ）＝
ｋｕ－ １

４ｆｙ
ｋ２　ｕ２　 ０≤ｕ≤２ｆｙ／ｋ

ｆｙ ｕ≥２ｆｙ／
烅
烄

烆 ｋ
（７）

该分段函数的２个表达式分别描述了微滑移和宏
滑移下Ｉｗａｎ模型的恢复力－位移关系．
当Ｉｗａｎ模型受到位移谐波激励

ｕ＝Ａｃｏｓ（ωｔ） （８）
系统将出现反复的卸载－加载交替运动，根据

Ｍａｓｉｎｇ准则［１７］或分段积分［３］，均能得到卸载和
加载过程中的Ｉｗａｎ模型恢复力，分别为

珜ｆ（ｕ）＝珝ｆ０（Ａ）－２珝ｆ０ Ａ－ｕ（ ）２ 　ｕ≤０

（９）

珝ｆ（ｕ）＝－珝ｆ０（Ａ）＋２珝ｆ０ ｕ＋Ａ（ ）２ 　ｕ≥０

（１０）
引入以下无量纲参数

ｇ＝ ｆｆｙ
　ｑ＝ｋｕｆｙ

　Ｑ＝ｋＡｆｙ
（１１）

其中ｇ为归一化恢复力，ｑ为归一化位移，Ｑ为归
一化位移幅值，将式（７）、式（９）与式（１０）无量纲化
后分别得到

珝ｇ０（ｑ）＝
ｑ－ｑ

２

４ ０＜ｑ≤２

１　 ｑ≥
烅
烄

烆 ２
（１２）

珜ｇ（ｑ）＝珝ｇ０（Ｑ）－２珝ｇ０ Ｑ－ｑ（ ）２ 　ｑ≤０

（１３）

珝ｇ（ｑ）＝－珝ｇ０（Ｑ）＋２珝ｇ０ ｑ＋Ｑ（ ）２ 　ｑ≥０

（１４）

３
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２　振子系统自由振动研究

２．１　系统自由振动方程

图３所示的振子系统的振动方程为

ｍｕ̈＋ｆ（ｕ）＝ｆｅ（ｔ） （１５）
式中ｆ（ｕ）为Ｉｗａｎ模型恢复力函数．方程两边同
时乘以ｋ／（ｍｆｙ），得到无量纲化的振动方程为

ｑ̈＋ω２０ｇ（ｑ）＝ω２０ｇｅ（ｔ） （１６）
其中

ω０ ＝ ｋ／槡 ｍ　ｇｅ＝ｆｅ（ｔ）／ｆｙ
分别为Ｉｗａｎ模型处于黏滞状态时系统的固有频
率和归一化外激励力．
系统自由振动的运动方程为

ｑ̈＋ω２０ｇ（ｑ）＝０ （１７）
其初值为

ｑ（０）＝ＱＡ１　ｑ
·（０）＝０ （１８）

式中ＱＡ１ ＞０，系统自由振动始于卸载过程，且在
整个振动过程中不会产生宏滑移，故式（１２）可简
化为

ｇ→０（ｑ）＝ｑ－ｑ
２

４　０＜ｑ≤２
（１９）

　　系统自由振动时无外部能量输入且Ｉｗａｎ模
型中库伦摩阻片会耗散能量，故不能维持振幅为

ＱＡ１ 的稳态振动．对于振子第ｉ次振动，其卸载段
和加载段中Ｉｗａｎ模型的恢复力可分别写成下面
形式：

ｇ←ｉ（ｑ）＝ｇ→ｉ－１（ＱＡｉ）－２ｇ
→
０
ＱＡｉ －ｑ（ ）２

ｉ＝１，２，３，… （２０）

ｇ→ｉ（ｑ）＝ｇ←ｉ（ＱＢｉ）＋２ｇ
→
０
ｑ－ＱＢｉ（ ）２

ｉ＝１，２，３，… （２１）
其中ｉ为正整数，ｇ←ｉ（ｑ）和ｇ→ｉ（ｑ）分别表示第ｉ次
卸载和加载过程中的归一化恢复力函数，ＱＡｉ为第

ｉ次卸载初始时刻的归一化位移（对应于峰值），

ＱＢｉ 为模型第ｉ次加载初始时刻的归一化位移（谷
值），２个变量的含义见下文图４．
将式（１９）代入式（２０）和式（２１），分别得到

ｇ←ｉ（ｑ）＝ １－
ＱＡｉ（ ）４ ｑ＋ｑ

２

８＋
Ｑ２Ａｉ
８ －

ＱＡｉ ＋ｇ
→
ｉ－１（ＱＡｉ） （２２）

ｇ→ｉ（ｑ）＝ １＋
ＱＢｉ（ ）４ ｑ－ｑ

２

８－
Ｑ２Ｂｉ
８ －

ＱＢｉ ＋ｇ
←
ｉ（ＱＢｉ） （２３）

　　将以上两式分别代入方程（１６），便得到系统
第ｉ次卸载和加载的运动方程分别为

ｑ̈＋ω２０ １－
ＱＡｉ（ ）４ ｑ＋ω２０ｑ

２

８＋ω
２
０Ｃ
→

ｉ－１（ＱＡｉ）＝０

（２４）

ｑ̈＋ω２０ １＋
ＱＢｉ（ ）４ ｑ－ω２０ｑ

２

８＋ω
２
０Ｃ
←

ｉ（ＱＢｉ）＝０

（２５）

其中常数项Ｃ
→

ｉ－１（ＱＡｉ）和Ｃ
←

ｉ（ＱＢｉ）分别为

Ｃ
→

ｉ－１（ＱＡｉ）＝
Ｑ２Ａｉ
８ －ＱＡｉ ＋ｇ

→
ｉ－１（ＱＡｉ） （２６）

Ｃ
←

ｉ（ＱＢｉ）＝－
Ｑ２Ｂｉ
８ －ＱＢｉ ＋ｇ

←
ｉ（ＱＢｉ） （２７）

方程（２４）和方程（２５）的初值条件分别为

ｑ（ｔ
←
０ｉ
）＝ＱＡｉ　ｑ（ｔ

←
０ｉ
）＝０ （２８）

ｑ（ｔ
→
０ｉ
）＝ＱＢｉ　ｑ（ｔ

→
０ｉ
）＝０ （２９）

其中ｔ←０ｉ和ｔ
→
０ｉ
分别为第ｉ次卸载过程和加载过程

的初始时刻．在振子的往复振动过程中，方程和方
程是交替作用的，其中每个运动阶段（卸载或加
载）都以前一个运动阶段的终端值作为初值条件．
设系统完成第ｉ次卸载和第ｉ－１次加载所需的
时间分别为Ｔ

←

ｉ和Ｔ
→

ｉ－１，由位移和速度的连续性，

得到以下协调条件：

ｑ（ｔ
←
０ｉ
）＝ｑ（ｔ

→
０ｉ－１＋Ｔ

→

ｉ－１）

ｑ（ｔ
←
０ｉ
）＝ｑ（ｔ

→
０ｉ－１＋Ｔ

→

ｉ－１） （３０）

ｑ（ｔ
→
０ｉ
）＝ｑ（ｔ

←
０ｉ ＋Ｔ

←

ｉ）

ｑ（ｔ
→
０ｉ
）＝ｑ（ｔ

←
０ｉ ＋Ｔ

←

ｉ） （３１）

即

ｔ←０ｉ ＝
０ ｉ＝１

ｔ→０ｉ－１＋Ｔ
→

ｉ－１ ｉ＝２，３，４
烅
烄

烆
，…

（３２）

ｔ→０ｉ ＝ｔ
←
０ｉ ＋Ｔ

←

ｉ　ｉ＝１，２，３，…

　　由式（２４）～式（２９）可见，ＱＡｉ 与ＱＢｉ 不仅是
位移初值，也是运动方程式（２４）和式（２５）的参
数．对于第ｉ次卸载或加载，当初值ＱＡｉ 或ＱＢｉ 已
知时，由式（２４）或式（２５）可分别求得对应卸载
段或加载段内的位移历程．同时，每一个运动阶
段末端时刻的位移值正是下一个运动阶段的位

移初值，系统下一个运动阶段的方程参数也就
得到了．这样依次求解下去，便可得到从ｔ←０ｉ 或

ｔ→０ｉ 到任意时刻内系统的运动历程．图４为从０
时刻起振子位移示意图．

４
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图４　振子位移历程示意图

Ｆｉｇ．４　Ｓｋｅｔｃｈ　ｍａｐ　ｏｆ　ｔｉｍｅ　ｈｉｓｔｏｒｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ

２．２　系统自由振动方程的谐波平衡法求解

式（２４）和式（２５）均未含阻尼项，两方程在满
足初值条件式（２８）和式（２９）下得到的解必然是各
自方程的稳态解，故可用谐波平衡法对每个方程
进行求解．注意到式（２４）、式（２５）均存在位移平方
项，因此振动不对称；并考虑到在振子一个振动过
程中，卸载过程和加载过程所对应的响应各占半
个谐波，故可构造式（２４）和式（２５）的１阶谐波解
分别为

ｑ（ｔ）＝珖ａｉ＋珖ｂｉｃｏｓ珖ωｉ（ｔ－ｔ
←
０ｉ
）

０≤珖ωｉ（ｔ－ｔ
←
０ｉ
）≤π （３３）

ｑ（ｔ）＝珗ａｉ－珗ｂｉｃｏｓ珗ωｉ（ｔ－ｔ
→
０ｉ
）

０≤珗ωｉ（ｔ－ｔ
→
０ｉ
）≤π （３４）

上面两式中，珖ａｉ和珗ａｉ为常数项，珖ｂｉ和珗ｂｉ均大于０，

为１次谐波幅值．珖ωｉ和珖ωｉ分别为第ｉ次卸载和加
载过程中系统的固有频率，易得

Ｔ
←

ｉ ＝ π珖ωｉ　
Ｔ
→

ｉ ＝ π珗ωｉ
（３５）

　　解式（３３）和解式（３４）自然满足式（２８）、式
（２９）中的速度初值条件，由位移初值条件得

珖ａｉ＋珖ｂｉ＝ＱＡｉ　ｉ＝１，２，３，… （３６）

珗ａｉ－珗ｂｉ＝ＱＢｉ　ｉ＝１，２，３，… （３７）
考虑到式（３０）和式（３１）中的位移协调条件，得

珗ａｉ－１＋珗ｂｉ－１ ＝ＱＡｉ　ｉ＝２，３，４，… （３８）

珖ａｉ－珖ｂｉ＝ＱＢｉ　ｉ＝１，２，３，４，… （３９）

　　当初值条件式（２８）或式（２９）已知时，只要求
得式（３３）和式（３４）中的参数珖ａｉ，珖ｂｉ，珖ωｉ，珗ａｉ，珗ｂｉ，珗ωｉ，
便可得到系统第ｉ个运动周期中的位移历程．
对于卸载过程，将式（３３）代入式（２４），令方程

两边常数项和１次谐波项的系数分别相等，得到

珖ｂ２ｉ ＋１６珖ａｉ－４ＱＡｉ珖ａｉ＋２珖ａ
２
ｉ ＋１６Ｃ

→

ｉ－１（ＱＡｉ）＝０

（４０）

１＋
珖ａｉ－ＱＡｉ（ ）４

ω２０－珖ω２ｉ ＝０ （４１）

解方程式（４０），结合式（３６），并考虑到微滑移状态
下１次谐波幅值珖ｂｉ≤２，可得

珖ｂｉ＝

８
３－

１
３ ６４－４８ＱＡｉ ＋６Ｑ

２
Ａｉ －４８　Ｃ

→

ｉ－１ＱＡ槡 ｉ

（４２）
由方程（４１）得到

珖ωｉ ＝ω０ １－ｂ
←
ｉ槡 ４

（４３）

由式（３６）、式（４２）及式（４３）便得到了参数珖ａｉ，珖ｂｉ，

珖ωｉ．从式（４３）可看出，振子系统的固有频率随振
幅的增大而减小．这是因为较大的振幅会使更多
的Ｊｅｎｋｉｎｓ单元产生滑动，使得系统刚度产生更
大衰减，从而系统固有频率降低更为显著．
对于加载过程，将式（３４）代入式（２５），同上面

步骤，最终得到下面结果：

珗ａｉ＝ＱＢｉ ＋珗ｂｉ （４４）

珗ｂｉ＝ ８３－
１
３ ６４＋４８ＱＢｉ ＋６Ｑ

２
Ｂｉ ＋４８　Ｃ

←

ｉＱＢ槡 ｉ

（４５）

珗ωｉ ＝ω０ １－ｂ
→
ｉ槡 ４

（４６）

显然式（４６）与式（４３）具有相同的形式．由式
（４４）～式（４６）便可确定参数珗ａｉ，珗ｂｉ，珗ωｉ．由此便得
到了整个运动周期内的位移历程１阶谐波解的所
有参数，从而确定了该运动周期的位移历程．由于
首个卸载段初值条件式（１８）已知，依次求解，便可
得到整个时域上的位移响应．
比较式（４２）和式（４５）可知珖ｂｉ≠珗ｂｉ，因而珖ωｉ≠

珗ωｉ．由式（３７）和式（３９）可得

珗ａｉ－珗ｂｉ＝珖ａｉ－珖ｂｉ （４７）
因此

珗ａｉ＋珗ｂｉ≠珖ａｉ＋珖ｂｉ （４８）
即

ＱＡｉ ≠ＱＡｉ＋１ （４９）
同理，也可得到

ＱＢｉ ≠ＱＢｉ＋１ （５０）

　　正如前面预测，在系统自由振动中，每经历一
次卸载／加载过程，振子位移响应的谷值／峰值便
会改变一次．因此，虽然对于每个卸载或加载过程
的运动方程式（２４）或式（２５），均可得到稳态解式
（３３）或式（３４），但这种“稳态”只持续半个谐波，后
半个谐波的幅值和频率均不相同，而整个时域上
的解正是由这些幅值和频率均不相同的半个谐波

“拼接”得到的，因而从整个时域上来看，其位移时

５
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程呈非稳态．

２．３　系统自由振动方程的数值求解

当初值条件式（２８）或式（２９）已知时，只要在
时间区间 ［ｔ←０ｉ，ｔ

→
０ｉ
］或 ［ｔ→０ｉ，ｔ

←
０ｉ＋１
］内分别对式

（２４）或式（２５）进行数值积分（如４阶Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔ－
ｔａ法），便可分别得到系统第ｉ个卸载过程或加载
过程中的位移响应．但在求解这些运动方程之前，

Ｔ
←

ｉ和Ｔ
→

ｉ均为未知量，使得两方程的交替时刻ｔ
→
０ｉ

和ｔ→０ｉ＋１ （在这些时刻，振子速度均为０，称为零速
度时刻）无法确定，即不能得到各个方程有效积分
的区间，这样，系统响应便无从求得．
假设系统第ｉ次卸载的初始时刻ｔ←０ｉ 已知，为

了确定零速度时刻，现预设式（２４）和式（２５）的积
分区间分别为［ｔ←０ｉ，ｔ

←
０ｉ＋ΔＴ］和［ｔ

→
０ｉ
，ｔ→０ｉ＋ΔＴ］，

其中ΔＴ满足

ΔＴ≥Ｔ
←

ｉ　ΔＴ≥Ｔ
→

ｉ （５１）
则数值求解式（２４）或式（２５）后得到的位移响应覆
盖了第ｉ次卸载－加载过程中的有效解，由式（５１）
知，每个积分区间均有一定余量，这使得每个方程
的积分结果均包含一些无效数据，故还需将这些
无效数据“剔除”．由前文分析知，时间区间 ［ｔ←０ｉ，

ｔ←０ｉ ＋ΔＴ］上的位移历程中第１个谷值便为ＱＢｉ，

其对应的时刻正是ｔ→０ｉ．经过ｔ
→
０ｉ
后，系统进入加

载过程，式（２４）不再适用，因而时间区间 ［ｔ→０ｉ，

ｔ←０ｉ ＋ΔＴ］上对应的计算结果均无效，应舍弃；同

样，时间区间［ｔ→０ｉ，ｔ
→
０ｉ＋ΔＴ］上的位移历程中第１

个峰值便为ＱＡｉ＋１，其对应的时刻便为第ｉ次加载

过程末端时刻ｔ←０ｉ＋１．经过时刻ｔ
←
０ｉ＋１
后，系统进入

卸载过程，式（２５）不再适用，因而时间段 ［ｔ←０ｉ＋１，

ｔ→０ｉ＋ΔＴ］对应的计算结果也应舍弃．这样将无效
数据“剔除”后所保留的计算结果便为第ｉ次振动
过程中的位移响应．由于初次卸载时刻ｔ←０１＝０已
知，依次求解便可得到整个时间区间上的积分结
果．图５为该计算策略示意图，图中位移曲线的实

图５　数值计算策略

Ｆｉｇ．５　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｖｅ　ｓｔｒａｔｅｇｙ　ｏｆ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｍｅｔｈｏｄ

线部分表示有效值，虚线部分为由于每次求解存
在余量而产生的无效数据．
如果ΔＴ 取值太大，每次求解式（２４）或式

（２５）均会产生大量的无效数据，影响计算效率，因
而ΔＴ取值应在满足式（５１）的基础上尽可能小．
由于

Ｔ
←
→

ｉ ＝ π
ω←
→
ｉ

＝ π

ω０ １－ｂ
←→

ｉ槡 ４

≤槡２πω０

故可取

ΔＴ＝槡２π／ω０
２．４　算例及分析

取图３中有关参数为ｍ＝１ｋｇ，ｋ＝３．９４７　８×
１０５　Ｎ／ｍ，并取ｆｙ＝３．９４７８×１０２　Ｎ，Ａ１＝１０－３　ｍ，
则ω０＝２００π，ＱＡ１＝１，分别通过谐波平衡法和数
值方法（４阶 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ法）求解方程式（１６），
得到系统归一化位移响应后，再通过式（１１）换算
从而求得实际位移响应．
图６为２种方法求得的位移响应．其中图６

（ａ）为振子前０．０５ｓ的位移历程．可以看出正如前
文预测，２种方法得到的位移振幅均呈衰减趋势，
由谐波平衡法得到的振幅和周期均略大于数值

解．从图中还可看出，随着振动次数增加，２条曲
线逐渐分离．这是由于２种方法得到振动周期不
一致，致使２条位移响应曲线之间不可避免地出
现随振动次数增加而不断累积的相位差，从而使

２条曲线逐渐分离．下面分别从振动周期的相对
误差和位移曲线的相对偏差两方面讨论谐波平衡

图６　振子位移响应

Ｆｉｇ．６　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ

６
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法的求解精度．为了减小由相位差累积而引起的
误差的影响，只分析第１个振动过程．
对于第１个振动过程，由谐波平衡法得到的

振动周期约为０．０１１　２３ｓ，数值解得到的值约为

０．０１１　１８ｓ，其相对误差仅为０．４５％．定义２条位
移曲线之间相对偏差为

εａ ＝ ‖ｕｈｂｍ－ｕｎｕｍｅｒｉｃ‖２‖ｕｎｕｍｅｒｉｃ‖２ ×１００％ （５２）

式中ｕｈｂｍ，ｕｎｕｍｅｒｉｃ为定步长下，分别由谐波平衡法
和数值方法求得的位移列阵．取时间步长为

１０－５　ｓ，求得０～０．０１１　２３ｓ（约１个振动周期）内位
移曲线的相对偏差约为５．８％．可见，由谐波平衡
法得到的１阶谐波解具有较高的逼近精度．
图６（ｂ）为用２种方法求得的前０．７ｓ内（约

１００个振动过程）的位移历程，可以看出经历多次
振动后，相位差积累比较明显，使得２条曲线重合
度有所降低，但仍较为接近．
振子系统中不含黏性阻尼单元，因此阻尼均

来源于Ｉｗａｎ模型中的库伦摩阻片，为了得到系
统的阻尼特性，将图６（ｂ）中谐波平衡法求得的位
移响应包络后，绘制于对数坐标系下，得到图７所
示曲线．显然，该包络线并不呈线性衰减，可见振
幅并不像在黏性阻尼下呈负指数函数规律衰减．
还可发现包络线斜率随振幅的减小而减小，这与
文献［１８］中实验结果吻合，说明系统阻尼将随振
幅的减小而减小，而阻尼越小，振幅衰减越慢，因
此与黏性阻尼相比，振子的响应将经历一个更持
久的衰减历程．

图７　振子前０．７ｓ的位移响应包络

Ｆｉｇ．７　Ｅｎｖｅｌｏｐ　ｏｆ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ

ｏｆ　ｔｈｅ　ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ　ｗｉｔｈｉｎ　０．７ｓ

图８为通过谐波平衡法得到的频率比ωｉ／ω０
随加载／卸载交替次数的关系曲线，其中

ω２ｉ－１ ＝珖ωｉ　ω２ｉ ＝珗ωｉ
ｉ＝１，２，３，…，１００

可见随着卸载－加载次数的增加，系统频率值变化

较为明显，呈单调递增趋势并逐渐趋近于１，意味
着随着卸载－加载的往复进行，系统固有频率不断
接近ω０．此结论也可由式（４３）和式（４６）得到，式
中１次谐波项系数珖ｂｉ 和珗ｂｉ 随加卸载次数的增加
而不断递减，使得珖ωｉ和珗ωｉ不断趋于ω０．

图８　频率比随加／卸载交替次数关系图

Ｆｉｇ．８　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｒａｔｉｏ

ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ａｎｄ　ａｌｔｅｒｎａｔｉｏｎ　ｔｉｍｅｓ　ｏｆ

ｌｏａｄｉｎｇ－ｕｎｌｏａｄｉｎｇ

３　微滑移下系统受迫振动研究

假设微滑移下，振子系统受迫振动方程中的
外激励和稳态响应分别为

ｇｅ（ｔ）＝Ｇｅｃｏｓ（ωｔ＋θ）＝
Ｇｃｃｏｓωｔ＋Ｇｓｓｉｎ（ωｔ） （５３）

ｑ（ｔ）＝Ｑｃｏｓ（ωｔ） （５４）

　　不难看出，式（５３）和式（５４）分别对应系统稳
态运动阶段每个卸载过程和加载过程中Ｉｗａｎ模
型的恢复力函数．此两式可统一写成

ｇ（ｑ，ｑ）＝

２ｓｇｎ（ｑ）ｇ→０ Ｑ＋ｓｇｎ
（ｑ）ｑ［ ］２ －ｓｇｎ（ｑ）ｇ→０（Ｑ）

（５５）

将式（１９）代入上式，最终求得

ｇ（ｑ，ｑ）＝
Ｑ２－ｑ２
８ ｓｇｎ（ｑ）＋ １－Ｑ（ ）４ ｑ （５６）

由于

ｓｇｎ（ｑ）＝ｓｇｎ［－Ｑωｓｉｎ（ωｔ）］≈

－４π
ｓｉｎ（ωｔ）＋１３ｓｉｎ

（３ωｔ［ ］） （５７）

将式（５７）代入式（５６），整理后与式（５３）、式（５４）一
并代入式（１６），由方程两边对应１次谐波项系数
相等，得到下列等式：

－ ω
ω（ ）０

２

＋ １－Ｑ（ ）［ ］４ Ｑ＝Ｇｃ （５８）

－Ｑ
２

３π＝
Ｇｓ （５９）

令ｓ＝ω／ω０，从而得到系统的幅频关系为

７
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Ｑ
Ｇｅ ＝

１

（－ｓ２＋１－Ｑ４
）２＋Ｑ

２

９π槡 ２

（６０）

　　图９为对应的频率响应曲线．图９中，连续曲
线由式（６０）得到，星号“＊”为数值积分结果，可以
看出２种方法得到的计算结果基本吻合．从图中
还可看出随着激励量级的增大，频率响应曲线出
现明显的“软化”特征，这是因为随着激励量级的
增大，振子振幅Ｑ 也随之增大，因而系统的固有
频率会随之降低．

图９　不同外激励下频率响应曲线

Ｆｉｇ．９　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｃｕｒｖｅｓ　ｕｎｄｅｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ　ｌｅｖｅｌｓ

下面分析Ｉｗａｎ模型的阻尼特性．设方程等
效后的线性系统为

ｑ̈＋２ξｅｑΩｎｑ＋Ω
２
ｎｑ＝ω２０ｇｅ（ｔ） （６１）

式中ξｅｑ和Ωｎ分别为等效线性系统的等效黏性阻
尼比和固有频率．１阶谐波系数方程为

－ ω
ω（ ）０

２

＋ Ωｎ
ω（ ）０［ ］

２

Ｑ＝Ｇｃ （６２）

－２ξｅｑ
ωΩｎ
ω２０
Ｑ＝Ｇｓ （６３）

比较式（６２）与式（５８），以及式（６３）与式（５９），得

Ωｎ ＝ω０ １－Ｑ槡 ４
（６４）

ξｅｑ＝
Ｑω２０
６πωΩｎ ＝

Ｑω０

６πω １－Ｑ槡 ４

（６５）

　　可见式（６４）与式（４３）和式（４６）具有相同的形
式．式（６５）表明，Ｉｗａｎ模型的等效黏性阻尼比与
振幅存在非线性关系，且随着Ｑ 减小，模型阻尼
也随之减小，这与上节图７得出的结论一致．

４　结　论

１）将结构螺栓连接处简化等效得到含Ｉｗａｎ

模型的１个单自由度摩擦振子系统，分别求得了
系统在每次卸载和加载过程中系统自由振动方

程．由于方程均不含阻尼项，每个运动阶段所对应
的半个谐波里，其响应均为稳态，这也是谐波平衡
法可应用于求解此类问题的根本原因．谐波平衡
法求解结果表明，在系统自由振动过程中，每半个
谐波的振幅和频率均不相同，这使得在整个时域
上，系统响应表现出非稳态特征．
２）通过谐波平衡法，得到了振子受迫振动中
仅产生微滑移时的幅频关系，其频率响应曲线表
现出明显的软化特征．对Ｉｗａｎ模型的阻尼分析
表明，模型等效黏性阻尼比与振幅存在非线性关
系，其随振幅的减小而减小．
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